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2023 数学二模拟测试题详解

（本试卷满分 150 分，考试时间 180 分钟）

一、选择题：1～10 小题，每小题 5分，共 50 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目

要求的，请将所选项前的字母填在答题纸．．．指定位置上.

（1） 0x 时， )1ln()cos1( 2xx  是比 nxx sin 高阶的无穷小，而 nxx sin 是比 1
2

xe 高阶的无穷

小，则正整数 n等于（ ）

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4

【答案】（B）.

【解析】由于
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4
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3
+10 0 0
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20 0 0

1
(1 cos ) ln(1 ) 2lim 0 lim =0 lim 0 3 0 3,

sin
sinlim 0 lim 0 lim 0 1 0 1,
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xx x x n n
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x x x x n n
xe



  



  

 
        

         


又因为 n为正整数，故 2n  .

（2）设函数 bxea
xxf


)( 在 ),(  内连续，且 0)(lim 


xf
x

，则常数 ba, 应满足

（A） .0,0  ba （B） .0,0  ba （C） .0,0  ba （D） .0,0  ba

【答案】（D）.

【解析】 lim ( ) 0 0;  ( ) 0
x

f x b f x a


    连续 .

(3) ( )f x 是 在 (0, ) 内 单 调 增 加 的 连 续 函 数 ， 对 任 何 0b a  ， 记 ( )
b

a
M xf x dx  ，

0 0

1 [ ( ) ( ) ]
2

b a
N b f x dx a f x dx   ，则必有（ ）.

（A）M N . （B）M N . （C）M N . （D） 2M N .

【答案】（A）.

【解析】设
0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]
2 2

x x a

a
F x tf t dt x f t dt a f t dt x a b      ，则有

0

0

0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1( ) ( )
2 2
1 [ ( ) ( )]
2

x

x

x

F x xf x f t dt xf x

xf x f t dt

f x f t dt

   

 

 






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0 0 0 0

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0, ( ) ( )=0
1 1 1 1( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

b b a b b a

a a

f x F x F x F a F b F a

tf t dt b f t dt a f t dt tf t dt b f t dt a f t dt

M N

   

     



     

由于 为单调递增函数，则 ，从而 为单调增函数，且 故 ，即

综上得
因此（A）为正确选项。

(4)曲线  1 ln 1 xy e
x

   的渐近线条数为（ ）

（A）1 条. （B）2条. (C)3 条. (D) 4 条.

【答案】（C）.

【 解 析 】 由  
0

1lim ln 1 x

x
e

x
    ， 故  1 ln 1 xy e

x
   有 垂 直 渐 近 线 0x  。 由

 1lim ln 1 0x

x
e

x
   ，故  1 ln 1 xy e

x
   有水平渐近线 0y  。又因

 1 ln 1
lim 1

x

x

e
x

x

 
 ，

 1lim ln 1 0x

x
e x

x
    ，故  1 ln 1 xy e

x
   有斜渐近线 y x 。

综上可知，  1 ln 1 xy e
x

   有 3 条渐近线，因此（C）为正确选项。

(5)累次积分
cos

2
0 0

( cos , sin )d f r r rdr
 

    可以写成（ ）

（A）
21

0 0
( , )

y y
dy f x y dx



  . （B）
21 1

0 0
( , )

y
dy f x y dx



  .

（C）
1 1

0 0
( , )dx f x y dy  . （D）

21

0 0
( , )

x x
dx f x y dy



  .

【答案】（D）.

【解析】积分区域：0 ,0 cos
2

r     ，化为直角坐标表示为
20 1,0x y x x     ,因此，

（D）为正确选项。

(6)设 ( )f x 在 x a 处连续， ( )x 在 x a 处间断，又 ( ) 0f a  ，则（ ）

（A） ( ( ))f x 在 x a 处间断. （B） ( ( ))f x 在 x a 处间断.

（C） 2( ( ))x 在 x a 处间断. （D）
( )
( )
x

f x


在 x a 处间断.

【答案】（D）.

【解析】可以利用举反例来排除错误选项。

对于 （ A） (B) ，令 ( )f x a ，
1,

( )
0,
x a

x
x a




  
，显 然 ( )f x ( )x 满足 题目 中条 件，但
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( ( )) 0, ( ( ))f x f x a   均连续，因此（A）(B)错误。

对于(C)，令
1,

( )
1,
x a

x
x a




  
，显然 ( )x 在 x a 处间断，但 2( ( )) 1x  是连续的，故(C)错误。

对于(D)，可用反证法证明
( )
( )
x

f x


在 x a 处间断：假设
( )
( )
x

f x


在 x a 处连续，则由 ( )f x 在 x a 处连续

可知
( )( ) ( )
( )
xx f x

f x
  也在 x a 处连续，与已知条件矛盾。由此可知

( )
( )
x

f x


在 x a 处间断，因此（D）

为正确选项。

(7)设函数 ( )f x 满足关系式
2( ) [ ( )]f x f x x   ，且 (0) 0f   ，则 ( )

(A) (0)f 是 ( )f x 的极大值.

(B) (0)f 是 ( )f x 的极小值.

(C) 点 (0, (0))f 是曲线 ( )y f x 的拐点.

(D) (0)f 不是 ( )f x 的极值，点 (0, (0))f 也不是曲线 ( )y f x 的拐点.

【答案】C

【解析】令等式
2( ) [ ( )]f x f x x   中 0x  ，得  2(0) 0 (0) 0f f    ，无法利用判断极值的第二

充分条件，故无法判断是否为极值或拐点.

再求导数(因为下式右边存在，所以左边也存在)：

 2( ) ( ( ) ) 1 2 ( ) ( )f x x f x f x f x       

以 0x  代入，有 (0) 1f   ，所以点 (0, (0))f 是曲线 ( )y f x 的拐点，选(C).

（8）设矩阵 A与

1 0 1
0 2 0
1 0 1

B
 

   
  

相似，则 ( ) ( 2 )r A r A E  （ ）.

（A）3 （B）4 （C）5 （D）6

【答案】（A）

【解析】

矩阵 A与 B相似，则 2A E 与 2B E 相似，故 ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 ) 2 1 3r A r A E r B r B E        .

（9）设 3 阶方阵 A的特征值是1,2,3，它们所对应的特征向量依次为 1 2 3, ,   ，令 3 1 2(3 , , 2 )P    ，

则
1P AP （ ）.
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（A）

9 0 0
0 1 0
0 0 4

 
 
 
 
 

（B）

3 0 0
0 1 0
0 0 2

 
 
 
 
 

（C）

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 
 
 
 
 

（D）

1 0 0
0 4 0
0 0 9

 
 
 
 
 

【答案】(B)

【解析】因为 3 1 23 , , 2   分别为 A的对应特征值3,1,2的特征向量，故
1P AP 

3 0 0
0 1 0
0 0 2

 
 
 
 
 

.

（10）下列矩阵中， A和 B相似的是（ ）

（A）

2 0 1 2 0 0
0 0 0 , 0 0 1
0 0 0 0 0 0

A B
   
       
   
   

. （B）

1 2 0 2 1 1
2 3 1 , 1 2 0
0 1 5 1 0 2

A B
   

       
      

.

（C）
2 0 1 2 0 3
0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0

A B
   
       
   
   

. （D）

2 0 0 1 0 0
0 2 0 , 0 3 0
0 0 3 0 0 3

A B
   
       
       

【答案】（C）.

【解析】（A）中，    1, 2r A r B  ，故 A和 B不相似.

（B）中，    9, 6tr A tr B  ，故 A和B不相似.

（D）中， A的特征值为 2,2, 3 ，B的特征值为1,3, 3 ，故 A和B不相似.

由排除法可知：只有（C）中矩阵 A和B可能相似.事实上，在（C）中， A和B的特征值均为 2,0,0，

由于 A和 B均可相似对角化，也即 A和 B均相似于

2 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 
 

，故 A和 B相似.故选（C）.

二、填空题：11～16 小题，每小题 5 分，共 30 分，请将答案写在答题纸指定位置上.

（11）设函数 ( , )f x y 具有连续偏导数，且
2( , 2 3 4)f x x x x   ， (1,3) 2xf  ，则 (1,3)yf 

【答案】 1 .

【解析】方程
2( , 2 3 4)f x x x x   两边对 x求导，得

2 2( , 2 3 4) ( , 2 3 4) (4 3) 1x yf x x x f x x x x        ，
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令 1x  ，得 (1,3) (1,3) 1x yf f  ，故 (1,3) 1yf   .

（12）方程
3

0 0

1( ) ( )
3

x x
xf x t dt x f t dt    满足 (0) 0f  的特解为 .

【答案】
3 2

2

2 3( )
3( 1)
x xf x
x





.

【解析】令 x t u  ，则原方程变为

3

0 0

1( ) ( )
3

x x
x f u du x f t dt   ，

方程两边对 x求导得
2

0
( ) ( ) ( )

x
f u du xf x x f x   ，两边再次对 x求导可得

2 2( ) ( ) '( ) 2 '( ) '( ) ( )
1 1

xf x f x xf x x f x f x f x
x x

      
 

，

2 2 3 2
1 1

2

2 2 3( ) [ ]
1 3( 1)

dx dx
x xx x x Cf x e e dx C

x x


      
 

再由 (0) 0f  得 0C  ，故
3 2

2

2 3( )
3( 1)
x xf x
x





.

（13）设  1 2sin cosxy e c x c x  （ 1 2,c c 为任意常数）为某二阶常系数齐次线性方程的通解，则该

方程为

【答案】：
'' '2 2 0y y y   .

【解析】：由于通解为  1 2sin cosxy e c x c x  ，可知该二阶常系数齐次线性方程有一对共轭的虚根

1 i ，故特征方程为
2 2 2 0    。因此原方程为

'' '2 2 0y y y   .

（14）
2

22 2
x x

dx
x





【答案】 ln 3.

【解析】

 

2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 0

2 22 2
2 00

0 2
2 2 2 2

1 ln 2 ln 3.
2

x x xx xdx dx dx dx
x x x x

dx x
x

  


   

   

   


   



（15）设  
2cossin xy x ,则 dy 

【答案】      
2 3

cos cossin sin 2 ln sin
sin

x xdy x x x dx
x

 
   

 
.

【解析】易知  2ln cos ln siny x x ,两边同时对 x求导得
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       
3

2 cos cos2cos sin ln sin cos sin 2 ln sin
sin sin

y x xx x x x x x
y x x

       ,

所以，      
2 3

cos cossin sin 2 ln sin .
sin

x xy x x x
x

 
    

 

（16）设 A是三阶矩阵，已知 0, 2 0, 3 0A E A E A E      ，其中 B与 A相似，则与 B相似

的对角矩阵为 .

【答案】

1
2

3

 
  
  

【解析】：由 0, 2 0, 3 0A E A E A E      ，可知 A的特征值为 1 12 31, 2, 3        。因

为相似矩阵具有相同的特征值，所以 B的特征值也为 1 12 31, 2, 3        ，则与 B相似的对角矩

阵为

1
2

3

 
  
  

.

三、解答题：17～22 小题，共 70 分.请将解答写在答题纸指定位置上.解答应写出文字说明、证明过

程或演算步骤.

（17）设函数 ( )f x 在点 0x  处有 (0) 0f  ， '(0) 2f   ，求 0
20

ln cos( )
lim

1 2 ( ) 1

x

x

x t dt

f x



 


.

【答案】0

【解析】由 (0) 0f  ， '(0) 2f   可知，
0

( )lim 2
x

f x
x

  ，于是当 0x 时， ( ) 2f x x等价于 .故

 

0

0 0
220 0 02

0
20 0 0

ln cos( ) ln cos ( ) ln cos
lim lim lim1 ( )1 2 ( ) 1 2 ( )

2

ln cos ln cos sinlim lim lim 0.cos4 8
8

x x

x

x x x

x

x x x

x t dt u du u du

f xf x f x

u du x x
xx x

  

  

   
 

   

 
   

 


  



(18)计算积分
1arctan 1x x dx

x
 

 .

【答案】
22 1arctan 1 ln arctan 1 .x x x x C     

【解析】做变量替换令 1x t  ，则
2 1x t  ， 2dx tdt ， 所以
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 

2

2

2

2 2

2

1arctan 1 arctan 2
1

2arctan2arctan
1

22 arctan 2arctan arctan
1

2 arctan ln 1 arctan

2 1arctan 1 ln arctan 1 .

x x t tdx tdt
x t

ttdt dt
t

tt t dt td t
t

t t t t C

x x x x C

 




 


  


    

      

 

 

 

（19）设函数 ( )f x 在闭区间[0,1] 上连续，在开区间(0,1)内大于零，并满足

23( ) ( )
2
axf x f x x  （ a为常数），又曲线 )(xfy  与 0,1  yx 所围的图形 S 的面积值为 2，求函

数 ( ),y f x 并问 a为何值时，图形 S绕 x轴旋转一周所得的旋转体的体积最小.

【答案】 5a  

【解析】由题设知，当 0 ,x  时

2

( ) ( ) 3
2

xf x f x a
x

 


即
( ) 3 ,

2
d f x a
dx x

    

根据此并由 ( ) 0f x x 在点 处的连续性，得

23( ) , [0,1]
2
axf x Cx x  

又由已知条件得

1
2

0

32 ( )
2
ax Cx dx  Ca

2
1

2
1



即 .4 aC 

因此 .)4(
2
3)( 2 xaaxxf 

旋转体的体积为

21 1
2 2

0 0

3( ) ( ) (4 )
2

V a f x dx ax a x dx          )
3

16
3
1

30
1( 2  aa

1 1( ) ( ) 0
15 3

V a a    

得 5.a   ，又因
1( ) 0

15
V a  

故 5a   时，旋转体体积最小.
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（20）设积分区域D是圆环
2 21 4x y   ，求

32 3sin 7
D

xx dxdy
y

 
  

 
 .

【答案】 21

【解析】因为积分区域
2 21 4x y   关于 x轴和 y轴对称，且函数

32x 及 sin x
y
分别是 ,x y的奇函数，

故将被积函数分项积分，得

3 32 3sin 7 2 3sin 7

0 0 7 .
D D D D

D

x xx dxdy x dxdy dxdy dxdy
y y

dxdy

 
     

 

  

   


，

由二重积分的几何意义，知 4 3
D

dxdy      ，故

32 3sin 7 7 3 21
D

xx dxdy
y

 
 

     
 

 .

（21）求二元函数  2 2( , ) 2 lnf x y x y y y   的极值.

【答案】极小值
1 1(0, )f
e e

  .

【解析】
2( , ) 2 (2 ) 0xf x y x y    ，

2( , ) 2 ln 1 0yf x y x y y     ，故
10,x y
e

   ,且

2 2 12(2 ), 2 , 4 ,xx yy xyf y f x f xy
y

        

则

1 1 12(0, ) (0, ) (0, )

12(2 ) 0 .xx xy yy
e e e

f f f e
e

     ， ，

又因为 0xxf   ，而
2( ) 0xy xx yyf f f    ，因此二元函数  2 2( , ) 2 lnf x y x y y y   存在极小值

1 1(0, )f
e e

  .

（22）已知向量组 1 2 3

0
1 , 2 , 1

1 1 0

a b
  

     
            
          

向量组与向量组 1

1
2 ,
3


 
   
  

2

3
0 ,
1


 
   
  

3

9
6
7


 
   
  

具

有相同的秩，且 3 可由 1 2 3, ,   线性表示求 a,b 的值.

【答案】 .5.15  ba

【解析】

因 3 可由 1 2 3, ,   线性表示，故线性方程组
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1

2

3

1 3 9
2 0 6 1
3 1 7 0

x b
x
x

     
          
           

有解，对增广矩阵施行初等行变换：

1 3 91 3 9
2 12 0 6 1 0 1 2

6
3 1 7 0 50 0 0

3

bb
b

b

 
 

         
       

 


 




由非齐次线性方程有解的条件知
5 0

3
b 

 

解得 5b 

又因为 1 2,  线性无关， 213 23  

所以向量组 1 2 3, ,   的秩为 2，而题设 321 ,,  与 321 ,,  同秩，

从而有

1 2 3

0 5
| , , | 1 2 1 15 0,

1 1 0

a
a      



由此解得 15.a 
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